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VORSTELLUNGEN VON SCHULERN UBER WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

Sonja Traar, Klagenfurt

1. Einleitung

Die folgenden Ausfiihrungen bilden einen kleinen Ausschnitt aus

einer Untersuchung, die ich im Jahre 1989 durchgefiihrt habe (siehe
TRAAR 1989). Der Ansatz dieser Untersuchung beruht auf der Idee,

daBf man in der Mathematik zwei Bereiche unterscheiden kann, die

man als offizielle Theorie und als persdnliche intuitive Vorstellungen

bezeichnen kann. Im Grunde weiB dies ja jeder titige Mathematiker
und jeder macht wohl auch die Erfahrung, daB die offizielle Theorie
mit seinen intuitiven Vorstellungen manchmal nicht iibereinstimmt.
Die Diskrepanzen kdnnen unter Umstdnden sehr groB sein. In der
Mathematikdidaktik wurde dieser Ansatz von FISCHBEIN (1975, 1977,
1978, 1987) entwickelt und von vielen anderen Autoren aufgegriffen.

FISCHBEIN teilt intuitive Vorstellungen ein in primire und sekundire

intuitive Vorstellungen. Primire Vorstellungen sind solche, die

jemand hat, bevor er eine Theorie kennenlernt bzw. durch den Unter-
richt beeinflufit wird. Sekundire Vorstellungen sind solche, die
durch eine Theorie oder Offizielle -r—

den Unterricht beeinfluft Theorie

sind. Die Situation ist

in der nebenstehenden Intuitive @ @
Figur dargestellt. Im Vorstellungen

ersten Schritt wird man auf der Basis seiner Primdrvorstellungen mit
einer Theorie T konfrontiert. Diese wirkt zuriick auf die intuitiven
Vorstellungen und fithrt die Primidrvorstellungen Ip in Sekundidrvor-
stellungen I, Gber. Es ist eine Aufgabe des Unterrichts, primiire
Vorstellungen der Schiiler in sekundidre Vorstellungen iberzufiihren.
Allerdings zeigen empirische Untersuchungen immer wieder ein
Phidnomen, ndmlich daB primdre Vorstellungen eine oft ungeheure
Trdgheit besitzen und resistent gegeniiber Anderungen sind. Die
Rickwirkungen einer Theorie oder des Unterrichts auf die intuitiven
Vorstellungen von Schiilern sind meist viel kleiner als man annimmt
(siehe dazu auch FISCHBEIN/GAZIT 1983,1984). Auch wenn eine Theorie
im Unterricht sehr sauber behandelt wird, bleilben hdufig primire

Vorstellungen erhalten. Diese schlagen dann bei Schiilern immer
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wieder durch und kdnnen Verstindnisschwierigkeiten erzeugen bzw.
zu Fehlern fihren. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind diese
Schwierigkeiten anscheinend besonders grofl, weil man aufgrund
falscher intuitiver Vorstellungen besonders leicht in Fehlschliisse
verfallen kann. Wer die Wahrscheinlichkeitsrechnung erlernen will,
mufl bis zu einem gewissen Grad vertraute intuitive Vorstellungen
aufgeben und durch neue ersetzen.

Der Lehrer sollte dem Schiiler dabei helfen. Diese Aufgabe kann er
aber nur erfiillen, wenn er iiberhaupt etwas tiber die intuitiven Vor-
stellungen seiner Schiiler weiB. Hier hakt nun die Mathematikdidaktik
als Wissenschaft ein, indem sie versucht, durch verschiedene empi-~-
rische Forschungen zu ermitteln, welche intuitive Vorstellungen
Schiller im Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung haben; kurz
gesagt: was sich Schiiler so alles im Bereich der Wahrscheinlich-
keitsrechnung denken,

In der Literatur wird bereits eine ganze Reihe von empirischen
Untersuchungen angefiihrt, die mit dem Ziel durchgefiihrt wurden,

mehr i{iber das Denken von Schiilern (und Erwachsenen) im Bereich der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erfahren (vor allem PIAGET/INHELDER
1951, FISCHBEIN 1975, KAHNEMAN/TVERSKY 1972,1973,1974, KAHNEMAN/
SLOVIC/TVERSKY 1982, SHAUGHNESSY 1977,1981,1983, GREEN 1982,1983ab,
KAPADIA 1987,1989, SCHOLZ 1981, BENTZ/BOROVCNIK 1985,1986,1989,
APU-Studie in England 1981-1983). Manche dieser Forschungen kénnen
eine riesige Anzahl von Versuchspersonen vorweisen. Z.B. wurde die
Untersuchung von GREEN mit ca. 3000 englischen Kindern durchgefihrt.
Auch der APU-Studie liegen viele Versuchspersonen zugrunde. Derartige
Untersuchungen konnen ihre Ergebnisse statistisch sehr gut absichern.
Allerdings bleiben die Ergebnisse eher an der Oberfliche. Man weil
z.B. ziemlich genau, wieviel Prozent der englischen Schiiler einen
bestimmten Fehler machen, man erfihrt aber relativ wenig dariiber,

was sich diese Schiiler dabei gedacht haben. Andere Arbeiten wieder-
um sind eher als Fallstudien zu bezeichnen. Es wird mit einer

geringen Anzahl von Versuchspersonen gearbeitet, dafiir werden aber
mit diesen mehr oder weniger ausfiihrliche Interviews durchgefithrt -

mit dem Ziel, genaueres iiber das Denken dieser Personen zu erfahren.




[
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Meine eigene Untersuchung gehdrt auch in diese Kategorie. Ich habe
mit 16 Versuchspersonen im Alter von 4 - 29 Jahren gearbeitet und
mit diesen ausfithrliche Interviews durchgefiihrt. Die Interviewdauer
variierte zwischen einer und drei Stunden pro Versuchsperson.
Manche Versuchspersonen wurden in Zweiergruppen interviewt. Die
Interviews wurden auf Tonband aufgenommen und transkribiert. Anhand
dieser Transkriptionen habe ich dann versucht, erw&hnenswerte Er-
gebnisse herauszulesen und iibersichtlich darzustellen. Diese Unter-
suchung dient also nicht dazu, irgendwelche Hypothesen statistisch
zu untermauvern, sondern ihr Hauptzweck ist, mehr {iber das Denken
von Schiillern im Bereich der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erfahren.

Auf einige Ergebnisse sei nun eingegangen.

2. Vorstellungen zur Gleichverteilung

Ich habe diese Vorstellungen anhand einer Miinze und anhand eines
Wirfels untersucht, Es geht um die Frage, ob beim Minzwurf Zahl
und Wappen gleich wahrscheinlich sind bzw. ob beim Wirfeln die
Augenzahlen gleich wahrscheinlich sind. Zu diesem Thema gibt es
bereits einige empirische Untersuchungen (KERSLAKE 1974, TRURAN
1986, MONKS 1986). Diese Untersuchungen zeigen, daB Kinder und
Erwachsene manchmal recht merkwiirdige Vorstellungen vom Miinzwurf
und vom Wirfel haben. So berichtet KERSLAKE von einer Befragung
von 700 englischen Schiilern im Alter von 10 - 14 Jahren. In den
ersten drei Klassen glaubten etwa 70% der Schiiler, daB einige
Augenzahlen eines Wiirfels leichter zu erhalten seien als andere.
Von den Schiilern der vierten Klassen glaubten dies immerhin noch
59%. Im allgemeinen glaubten diese Schiiler, daB die Augenzahl 6
amn schwersten zu erhalten sei. KERSLAKE erklért dies damit, dafB
bei manchen Brettspielen (z.b. Mensch #rgere dich nicht) ein
Sechser erforderlich ist, bevor das Spiel iiberhaupt begonnen
werden darf. Verstidrkend wirkt hier nach ihrer Ansicht noch die
Tatsache, dall manche Kinder annehmen, die Erwachsenen hatten die
Regeln so festgesetzt, daf ein Spielbeginn mdglichst schwierig sei.
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Da in meinen eigenen Untersuchungen die Behandlung von Miinze und
Wirfel ziemlich analog erfolgte, will ich im folgenden nur iiber
den Wirfel berichten. Ich habe meinen Versuchspersonen folgende
Aufgabe gestellt:

Stell dir vor, wir spielen "Mensch drgere dich nicht". Dir gehort
der schwarze, mir der weiBe Stein. Du bist dran. Welcher der
folgenden 3 Fidlle wire dir am liebsten:

1. Fall: L_J'l°l [ [ | ]

2. Fall: | Te] [ ] [o] l‘[:

3. Fall: | [ TT [T To]

(Bei 6 darf nicht noch einmal gewiirfelt werden.)

Es geht also um die Frage, ob die einzelnen Augenzahlen gleich
wahrscheinlich sind. (Von dem Vorteil, daB der schwarze Stein im

3. Fall voraussichtlich am lingsten hinter dem weifen Stein bleiben
kann, wird abgesehen.)

Es ergab sich folgendes: Von den 12 befragten Personen waren nur 4
von der Gleichwahrscheinlichkeit der einzelnen Augenzahlen Uberzeugt.
Zwei glaubten an die Gleichwahrscheinlichkeit mit gewissen Zweifeln

in bezug auf den Sechser. Sechs Versuchspersonen hielten die Augen-
zahlen nicht fiir gleich wahrscheinlich. (Das Alter dieser Personen

war:10,12,12,17,25,26 Jahre.) Diese Personen gaben fiir ihre Ansicht
Begriindungen an. Dabei kamen im wesentlichen drei Argumentations-
muster vor:

a) Berufung auf eigene Erfahrung

Meist beriefen sich die Versuchspersonen auf ihre angebliche
Spielerfahrung und behaupteten - ganz im Sinne von KERSLAKE -
daB ein Sechser seltener kommt als andere Augenzahlen.

b) Bevorzugung der mittleren Augenzahlen

Die mittleren Augenzahlen 2,3,4 wurden fir wahrscheinlicher
gehalten als die Extremfidlle 1 und 6.
¢) Bevorzugung bestimmter Zahlen

Manche Versuchspersonen bezeichneten eine bestimmte Zahl als
Glickszahl oder Lieblingszahl und schrieben ihr eine besonders
grofle Wahrscheinlichkeit FATI
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Um mehr liber die Vorstellungen der Versuchspersonen zu erfahren,

wurden ihnen folgende Diagramme vorgelegt:

UL UL

4 5 6 4 213
Augcnzahl

-

Die Versuchspersonen wurden gefragt, welches dieser Diagramme die
Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen richtig wiedergebe. Von den
sechs Versuchspersonen, die die einzelnen Augenzahlen nicht fiir
gleich wahrscheinlich hielten, wdhlte natiirlich niemand das

1. Diagramm. Einige entschieden sich fir eines der drei restlichen

-
L

w‘__————-—-

!

a

Diagramme, einige waren mit keinem Diagramm einverstanden und
zeichneten ein eigenes. Es zeigte sich, daB diese Versuchspersonen
so festgefiigte Vorstellungen hatten, dal man sagen kann, sie tragen
eine innere Verteilung der Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen mit
sich. Im weiteren Verlauf dieser Untersuchung zeigte sich, daB diese
innere Verteilung sehr stabil war.

Betrachten wir als Beispiel einen Ausschnitt aus dem Interview mit

Elke §17}:

I: Welcher dieser drei Fille <Augenzahl 1,4,6> wire dir
lieber?

E: Der zweite Fall. Da muf} ich eine 4 wiirfeln. Beim
ersten und beim dritten Fall muf} ich eine 1 oder
eine 6 wirfeln. Das sind die Extremfille.

é: geﬁc?eSAugenzahlen sind denn leichter zu erhalten?

¢ £y Iy, J.

I: Welche Augenzahl ist am leichtesten zu erhalten?

E: Die 4. '

I: Warum die 4?

E: Weil sie so schdn in der Mitte liegt. Es liegt auch
3 in der Mitte. Trotzdem glaube ich, ist die 4 leichter
zu erhalten, weil sie ofter gewlirfelt wird.

I: Welche Augenzahl ist am schwersten zu erhalten?

E: Die 6.

I: Warum die 62 .

E: Bei den meisten Spielen braucht man eine 6. Die kommt
aber fast nie.

I: Welche der Zahlen von 1 bis 6 ist am wahrscheinlichsten?




Die 4.

Wieviel wahrscheinlicher ist denn die 4 als die 67

Ich glaube, wenn ich 1-mal die 6 wirfle, wiirfle ich

4-mal die 4.

: Welches der folgenden Diagramme gibt deiner Meinung
die Wahrscheinlichkeiten fiir die Augenzahlen richtig
wieder?

E: Das dritte Diagramm. 1 und 6 haben die kleinste Wahr-

scheinlichkeit und 3 und 4 die groBte. Bei 4 kinnte die

Wahrscheinlichkeit noch ein bifichen gréfer sein.

mw

—

Bei einigen Versuchspersonen konnte man einen deutlichen Konflikt
zwischen der Einsicht in die Gleichwahrscheinlichkeit der Augenzahlen

und ihrer inneren Verteilung bemerken, gewissermaBen ein Konflikt

zwischen theoretischer Einsicht und intuitiven Vorstellungen.

Ich will als ndchstes zeigen, daB diese inneren Verteilungen keines-

wegs harmlos sind, sondern sich bei einfachen Aufgaben aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung stdrend auswirken kénnen und Fehler

hervorrufen kénnen. Ich lieB die Versuchspersonen verschiedene Er-

eignisse miteinander vergleichen. Z.B. fragte ich sie, welches
Ereignis wahrscheinlicher sei:

{2,4,6] oder {1,3,5}
{2,4,6f oder {3,5}
{1,6} oder {2,3,4,5}

Die Versuchspersonen, deren innere Verteilung von der Gleichver-
teilung abwich, verglichen hier nicht die Anzahlen der beiden
Mengen, sondern lieflen sich von ihrer inneren Verteilung leiten
und kamen so zu falschen Antworten. Betrachten wir dazu einen
Ausschnitt aus dem Interview mit der vorhin erwihnten Elke, die
die Zahl 4 bevorzugt und die Extremfidlle 1 und 6 fiir sehr unwahr-
scheinlich hdlt:

I: Was ist wahrscheinlicher:
{2,4,6} oder {1,3,5}
E: 2,4,6 ist wahrscheinlicher, da ist die 4 dabei.
Das ist zumindest bei mir so. Ich glaube aber auch,
dafBl auch andere die 4 ofter wiirfeln als andere Zahlen.
I: Was ist wahrscheinlicher:
{2,4,6} oder {3,5}
E: 3,5. Da fallen jetzt die Extremfille weg. Bei
2,4,6 ist 6 dabei.

Bei denjenigen Schiilern, die die Augenzahlen eines Wirfels fir

gleich wahrscheinlich hielten, darf man keineswegs annehmen, dafB
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hinter dieser Ansicht richtige Vorstellungen stehen. Praktisch
keine Versuchsperson konnte eine Begrindung fiir diese Gleichwahr-
scheinlichkeit angeben, hingegen fand sich héufig ein falsches
Denkmuster vor, welches man durch folgende Assoziationskette be-

schreiben kann: Zufall - mehrere Moglichkeiten - Unmoglichkeit
konkreter Voraussagen =% Gleichwahrscheinlichkeit.

Reim Wirfel fiihrt dies zufdllig zum richtigen Ergebnis. Leider
konnte ich beobachten, daB dieses Denkmuster auch in Situationen
verwendet wird, wo es zu einem falschen Ergebnis fiihrt. Z.B. be-
hauptete Armin (14), daB die Ereignisse{?,A,GI und {3,53 gleich
wahrscheinlich seien. Seine Begriindung lautete etwa so: Das Er-
gebnis eines Wurfes hdngt vom Zufall ab. Es kann eine Zahl aus

der einen Menge oder aus der anderen Menge kommen. Man kann nichts
Konkretes vorhersagen, daher ist eine Zahl in der einen Menge gleich
wahrscheinlich wie eine 2ahl in der anderen Menge. Armin hielt
solche Ereignisse immer fiir gleich wahrscheinlich, unabhingig von
der Elementeanzahl der Mengen.

Im Verlauf der Interviews legte ich drei Wirfel auf die Hand, wobei
einmal 1, einmal 3 und einmal 6 obenauf lag. Ich fragte die Versuchs-
personen, in welchem Fall ein Sechser am wahrscheinlichsten sei.

Von den 11 befragten Personen waren nur 4 der Meinung, daB die
Augenzahl von der Ausgangslage unabhidngig sei. Sie gaben dafir

jedoch keine Begriindung an. Die restlichen Versuchspersonen waren
der Meinung, daB die gewiirfelte Augenzahl von der Ausgangslage ab-
hingig sei. Sie gaben dafiir Begriindungen an, wobei man folgende
Argumentationsmuster unterscheiden kann:

a) Einmaliges Umdrehen

Manche nahmen an, daB sich der Wirfel am wahrscheinlichsten genau
einmal umdreht, womit ein Sechser im 1. Fall am wahrscheinlichsten
ist.

b) Ganze Umdrehung

In diesem Fall kann sich der Wiirfel &fter als einmal herumdrehen,
jedoch sind ganze Umdrehungen (360°) wahrscheinlicher als halbe
Umdrehungen (180°), wodurch ein Sechser im 3. Fall am wahrschein-
lichsten ist.




c) Wiederholungsargument

Manche glaubten, wenn ein Sechser vor dem Wurf vorhanden ist,
ist er nach dem Wurf eher nicht vorhanden, weil eine Wieder-
holung der gleichen Augenzahl unwahrscheinlich ist.

d) Benachteiligung der Seitenlagen

Manche stellten sich den Wurf eines Wirfels so vor, daB dieser
nicht zur Seite rollt und daB daher die Seitenlagen benachteiligt
sind. Somit ist ein Sechser im 2. Fall unwahrscheinlicher als
im 1. oder 3. Fall.

e) Butterbrotargument
Dieses Argument trat nur beim Minzwurf auf. Wenn Zahl obenauf
war, hielten die Versuchspersonen Wappen fiir wahrscheinlicher,

mit dem Argument: wenn mir ein Butterbrot hinunterfallt, fxllt
es auch meist auf die Butterseite.

3. Vorstellungen zur Dreiecksverteilung (Augensumme zweier Wiirfel)

Diese Interviews wurden mit einem "Entenspiel” eingeleitet. Es

wird mit zwei Wiirfeln geworfen und die Augensumme gebildet. Die

Ente mit der entsprechenden Nummer darf ein Feld vorriicken. Diejenige
Ente, die zuerst am Ziel ist, hat gewonnen.

ZIEL

oo Oo
(] o
Oo o fo)
o) o

VIR W 2 R Ry Y Ry [Ry

~Z 3 q 5 4 ¥ 9 § A0 AX A

Die Versuchspersonen wurden gefragt, welche Ente sie nehmen wollen.
Nachdem gekldrt wurde, wie grofBl die kleinst- bzw. grofitmdégliche
Augensumme ist, wurden die Versuchspersonen gefragt, welches der
folgenden Diagramme ihrer Meinung nach die Wahrscheinlichkeiten der
Augensummen richtig wiedergibt:
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L 1![\5 L.

£ AA0 A AL 61 € Q40aadl

il ~1;Lll{!\,\q it

2 9404442

Aqacnsumme

Die Zufallsvariable "Augensumme' ist dreiecksverteilt. Somit ist das

vierte Diagramm das richtige.

Von den 11 befragten Personen wihlten jedoch nur 5 das 4. Diagramm.
Manche von ihnen konnten richtig begriinden, daBl die Augensumme 7 am
wahrscheinlichsten ist, weil 7 am meisten Zerlegungen in zwei
summanden gestattet. Manche wihlten zwar das vierte Diagramm, gaben
jedoch falsche Begriindungen an, die auf ihrer inneren Verteilung
der Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen eines Wirfels beruhten.

Die 6 Personen, die nicht das 4. Diagramm wihlten, lieBen sich
alle von ihrer inneren Verteilung leiten. Die 12-jdhrige Christina

etwa, die die Augenzahlen 3,4,5 fir wahrscheinlicher hdlt als die
ibrigen, bevorzugt konsequenterweise jene Augensummen, die man mit
den Zahlen 3,4,5 bilden kann. Die 29-jihrige Johanna, die 1 und 6
fiir unwahrscheinlicher hdlt als die iibrigen Augenzahlen, hdlt
konsequenterweise die Paare (1,1) und (6,6) fir unwahrscheinlicher
als die iibrigen Paare und bevorzugt die mittleren Enten. Die
12-jihrige Iris, die die Augenzahl 4 favorisiert, weil 4 ihre
Lieblingszahl ist, favorisiert auch die Augensumme 4 und zeichnet
folgendes Diagramm:

. " .

23 4 5 6 ¥ € 9 40 M 4L

—
g

Ich half jeder Versuchsperson, alle moglichen Paare von Augenzahlen

der beiden Wiirfel anzuschreiben. Nachdem dies getan war, konnten alle
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- mehr oder weniger - mihelos erkennen, daB 7 die wahrscheinlichste

Augensumme und somit das 4. Diagramm das richtige ist.

Bei einigen zeigte sich ein deutlicher Uberraschungseffekt. Manche

jedoch zeigten Zweifel und gerieten in einen Konflikt zwischen

dieser theoretischen Einsicht und ihren intuitiven Vorstellungen.
Beispielsweise erkennt der 10-jdhrige Steffan, daB es fir die Augen-
summe 7 am meisten Paare gibt, andererseits ist die Augensumme 6

das Doppelte seiner Lieblingszahl 3. Steffan schwankt hin und her, R
entscheidet sich aber letztlich fiir die Augensumme 6 als die wahr-

scheinlichere.

Der l4-jdhrige Armin wendete wieder sein bewdhrtes Denkmuster
"Zufall - mehrere Moglichkeiten - Unmoglichkeit konkreter Voraus-
sagen = Gleichwahrscheinlichkeit" an und hielt alle Augensummen fiir
gleich wahrscheinlich. Er war von dieser Ansicht auch nicht abzu-
bringen, nachdem er alle Paare aufgeschrieben und die Wahrschein-
lichkeiten fiir die einzelnen Augensummen bestimmt hatte. Schiiler,
die so denken, kommen natiirlich bei jeder Aufgabenstellung zu einer
Gleichverteilung. Andere Verteilungen sind fiir sie nicht denkbar.

Bei Armin war auch auffidllig, daB er einen geradezu fatalistischen

Glauben an die Vorherbestimmung besaB. Neben dem genannten Denk-

muster fand sich bei ihm hZufig ein Zhnliches Denkmuster: Zufall -
mehrere Moglichkeiten - Unmdglichkeit der Beeinflussung = Gleich-~
wahrscheinlichkeit.

I: Kannst du jetzt die Wahrscheinlichkeiten der ein-
zelnen Augensummen miteinander vergleichen?

A: Das hangt vom Zufall ab. Der Sechser <die Augen-
summe 6> hat mehr Mglichkeiten, gewlirfelt zu werden.
Wenn flir mich aber bestimmt ist, daB ich sehr
oft die Augensumme 3 wiirfle, dann wird es auch so
sein. Ich werde dann fast immer 1 und 2 wiirfeln. Ich
weill aber nicht, welche Augensumme fiir mich bestimmt
ist. Die Moglichkeiten fiir die Augensummen sind mir
egal. Es kann sein, daf} die Ente 2 schneller ist, als
die Ente 7. Das hingt vom Gliick und vom Zufall ab!

[: Glaubst du nicht doch, daf} die Augensumme 7 &fter
gewirfelt wird als die Augensumme 2?

A: Fur die Augensumme 7 gibt es sechs Moglichkeiten und
fur die Augensutme 2 gibt es nur eine Mdglichkeit. ‘
Die Moglichkeiten haben aber mit dem Wirfeln nichts ‘
zu tun. Deshalb, glaube ich, sind alle Augensummen
gleichberechtigt.
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Ich méchte solche Auffassungen als fatalistische Gleichwahrschein-

lichkeit bezeichnen.

4. Vorstellungen zur Binomialverteilung

Die Aufgabenstellung lautete hier: 3 Minzen werden geworfen. Wir
zihlen die Anzahl der Wappen. Welches Diagramm gibt die Wahrschein-
lichkeiten der Wappenanzahlen richtig wieder?

4 { N 4

N

O-mal Waﬁtn
A-mal Wappen
2.ma.( Wapfcn

mal Waf‘an

3_

Die Zufallsvariable "Wappenanzahl" ist binomialverteilt mit den
Parametern n=3, p=0,5. Somit ist das dritte Diagramm das richtige.

Von den 7 befragten Personen wihlten allerdings nur 3 dieses Diagramm,
wobei lediglich der 17-jdhrige Robert eine verniinftige Begriindung
dafiir geben konnte. Vier Personen entschieden sich fiir das erste
Diagramm, d.h. hielten alle Wappenanzahlen fiir gleich wahrschein«

lich. Zur Begriindung wurden im wesentlichen zwei Argumentations-

muster herangezogen:

a) Das uns schon bekannte Denkmuster: Zufall - mehrere Moglichkeiten -
Unméglichkeif konkreter Voraussagen =» Gleichwahrscheinlichkeit.

b) Naive Ubertragung der Gleichwahrscheinlichkeit von Zahl und
Wappen bei einer Miinze auf die Wappenanzahl bei drei Minzen.

Die Versuchspersonen, die diese naive Ubertragung durchfiihrten,
machten den Fehler, daB sie die drei Miinzen nicht unterschieden.

Auf dieses Problem méchte ich noch kurz eingehen:
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Unterscheidet man die zzz 1 0-mal Wappen
Minzen, gibt es 8 22w 1
Versuchsausfidlle wie ZWZ l-mal Wappen
in der nebenstehenden NV
Figur. Sieht man diese ZWW 1
8 Versuchsausfidlle als WZW 2-mal Wappen
gleich wahrscheinlich WWZ
an, ergibt sich daraus, WWWw ] 3-mal Wappen

daB die Wahrscheinlichkeit
fiir 1-mal Wappen bzw. 2-mal Wappen dreimal so groB ist wie die
Wahrscheinlichkeit fir O-mal Wappen bzw. 3-mal Wappen, entsprechend

dem 3. Diagramm,

Unterscheidet man jedoch die Miinzen nicht, gibt es 4 Versuchsausfille:
O0-mal Wappen, 1-mal Wappen, 2-mal Wappen, 3-mal Wappen. Nimmt man
diese Versuchsausfidlle als gleich wahrscheinlich an, kommt man

zum 1. Diagramm.

Um zur richtigen Ldsung zu kommen, mull man die Minzen bekanntlich
unterscheiden. Aber warum muB man dies eigentlich tun? Die Interviews
haben gezeigt, dafl dies den Versuchspersonen keineswegs selbstver-
standlich ist. Im Gegenteil: Diejenigen Versuchspersonen, die sich

fiir das 1. Diagramm entschieden, wehrten sich mehr oder weniger

heftig gegen eine Unterscheidung der Minzen und sahen dies als un-

natiirlich an.

Im Mathematikunterricht macht man hier meist kurzen ProzeB. Man
teilt den Schiilern entweder mit, daB das 1. Modell besser auf die
Realitdt paBt als das zweite (was man durch eine Versuchsserie
zeigen kann) oder man argumentiert irgendwie in der Theorie. Im
Grunde werden aber hier die intuitiven Vorstellungen mancher
Schiller recht brutal iiberfahren. Man darf sich nicht wundern, daB
diese in Konflikte kommen. Das war auch in den Interviews so.
Nachdem ich den Versuchspersonen die offizielle Losung mit der
Unterscheidung der Miinzen gezeigt habe, blieben bei den meisten

deutliche Zweifel ibrig.
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5. Vorstellungen zur Poissonverteilung

Zu dieser Verteilung habe ich mehrere Aufgaben gestellt. Ich mochte
hier aber nur auf eine eingehen, die man in der Literatur bereits
als eine klassische Aufgabe ansehen kann. Es handelt sich um die
Schneeflockenaufgabe, die schon PIAGET in seinen Untersuchungen
verwendet hat und die auch in der umfassenden Untersuchung von
GREEN vorkommt:

Auf einem Fliesenboden beginnt es zu schneien. Es sind bereits
16 Flocken gefallen. Welches Muster erscheint dir am wahrschein-
lichsten?

A 2 3 4
X x x X Y x x x % x *
X X X x x {x ﬁf x x x x :
4 x X x x x “x A I xR
X x X X *x ; ;

Wir betrachten zuerst die "offizielle" theoretische Lésung dieser
Aufgabenstellung. In der Theorie geht man von der Annahme aus, daB
das "Muster" keine Rolle spielt und daB es lediglich auf die Zu-
fallsvariable "Anzahl der Schneeflocken pro Fliese" ankommt. Diese
Zufallsvariable bezeichne ich mit H. Um die Verteilung dieser Zu-
fallsvariablen festzustellen, iiberlegen wir so: Unser (gedanklicher)
Versuch besteht darin, daB wir eine Schneeflocke auf den Boden fallen
lassen. Wir setzen dabei voraus, daB die Flocke nicht auBerhalb des
Bodens landet. Da keine der 16 Fliesen bevorzugt wird, wird jede
Fliese mit der Wahrscheinlichkeit p=A45 getroffen. Diesen Versuch
wiederholen wir n=16 mal. Statt die Flocken hintereinander fallen
zu lassen, kann man sie auch gleichzeitig fallen lassen, muB aber
voraussetzen, dafl sie unabhidngig voneinander fallen, d.h. sich
gegenseitig nicht beeinflussen, Die Zufallsvariable H=Anzahl der
Flocken pro Fliese ist dann binomialverteilt mit den Parametern
n=16 und p= 7@. Da p relativ klein ist, kann man diese Binomialver-
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teilung durch eine Poissonverteilung mit dem Parameter
= n.p = 16 —é%==1 ersetzen (n ist nicht sehr grofl, aber man kann
nachrechnen, daB der Unterschied nicht ins Gewicht fdllt.) Dann gilt:

k
- -A
W(H=k)=%.e/‘=%!.e
Mit Hilfe dieser Formel kann man die Wahrscheinlichkeiten W (H = k)
fir k=0,1,2,3,... wie in der folgenden Tabelle berechnen. In der

Tabelle sind noch die relativen Haufigkeiten von H = k fiir die
einzelnen Muster eingetragen.

k 0 1 2 3 4 5 ..
W(H=K) 0437 10,37 [0,18 0,06 0,02 0,00 | ...
Rel.H&uf.,1.Muster | O 1,00 |0 0 50 0 Tee
Rel.H&uf.,2.Muster | 0,44 (0,25 0,19 {0,13 |0 0
Rel.H&uf.,3.Muster | 0,44 |0,25 |0,19 |0,13 |0 0
Rel.Hduf.,4.Muster 0,50 |0 0,50 {0 0 0

Von den vier Mustern ist nun jenes am wahrscheinlichsten, dessen
Haufigkeitsverteilung der theoretischen Wahrscheinlichkeitsver-

teilung am nichsten kommt. Man sieht sofort, daBl das 1. und das

4. Muster der theoretischen Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht

entsprechen. Das 2. und 3. Muster haben die gleiche Hiufigkeits-
verteilung, die offenbar der theoretischen Wahrscheinlichkeits-

verteilung einigermafen gut entspricht. Somit sind das 2. und

3. Muster in gleicher Weise als wahrscheinlichstes Muster anzu-

sehen.

Man kann natiirlich nicht erwarten, dafl die Versuchspersonen diese
Gedankenginge so nachvollziehen. Sehen wir uns daher an, wie
diese intuitiv geurteilt haben.
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Auffallend war, daB praktisch niemand mit der Anzahl der Flocken

pro Fliese argumentierte. Hingegen argumentierten alle Versuchs-
personen in irgendeiner Weise mit dem Muster, das die Schneeflocken
auf dem Boden bilden. Dabei waren sie sich in einem Punkt einig: Je
geordneter, je regelmidfiger, je schoner ein Muster ist, desto geringer

ist seine Wahrscheinlichkeit. Sie waren sich deshalb einig, dall das

2. Muster das wahrscheinlichste ist, weil dieses am ungeordnetsten

ist.

Betrachten wir einen Ausschnitt aus dem Interview mit der 29-j&hrigen
Johanna:

J: DaB die Schneeflocken so gleichmaBig fallen, glaube
ich nicht <zeigt auf Muster 4>. DaBl auf jeder Fliese
genau eine liegt, glaube ich auch nicht. Das 3.
Muster scheint mir auch nicht das richtige zu sein.
Warum soll genau der Rand frei bleiben? Der Schnee
fa1lt wahrscheinlich so, wie es das 2. Muster zeigt.

I: Kannst du das begriinden?

J: Meiner Meinung nach f&llt Schnee ganz willkiirlich.
Die Schneeflocken im 2. Muster sind irgendwie am
besten verteilt. So schtn durcheinander. Da ist
ein bifichen Chaos drinnen.

Zwei Ausnahmen bildeten lediglich Elke und Iris, die das 1. Muster
fiir das wahrscheinlichste hielten. Sie beriefen sich dabei auf ihre
Erfahrung, daB Schnee die Landschaft gleichmiBig bedeckt, libersahen
dabei allerdings, daB sie mit so geringen Schneeflockenanzahlen
keine Erfahrungen haben. Keine der Versuchspersonen hielt das 2. und
das 3. Muster fiir gleich wahrscheinlich, wie es der theoretischen
Losung entspricht.

Ich legte den Versuchspersonen vier Diagramme vor, und fragte,
welches Muster zu welchem Diagramm gehdrt. (Die richtige Losung
ist darunter angegeben.)

;oo | - < 1
| \ IR R R
o 4 2 3 o 4 2 3 c 4 2 3 o 4 1 3
A, Muster 4 Muster 2.und 3. Muster

—
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Alle Versuchspersonen konnten diese Zuordnungen ohne groBere
Schwierigkeit herstellen. Sie erkannten dabei auch, daBl das 2. und
3. Muster die gleiche Hiaufigkeitsverteilung besitzen. Dies war fir
sie jedoch kein Grund, die beiden Muster als gleich wahrscheinlich
zu betrachten. Mit einer Ausnahme hielten alle hartndckig an ihrer
Ansicht fest, daB das zweite Muster wahrscheinlicher sei als das
dritte. Ihre hauptsidchlichen Argumente waren dabei:

- das 2. Muster ist unregelmiBiger,

- der Rand kann nicht freibleiben,

- Schnee f&llt nicht in eine Ecke,

- Schnee bedeckt den Boden gleichmifBig.,

Zum AbschluBl stellte ich noch die Frage: Angenommen, ich nehme das
2. Muster (samt Schneeflocken) auseinander und setze die Fliesen
anders zusammen. Andert sich dadurch die Wahrscheinlichkeit des

Musters?

Mit einer Ausnahme waren alle Versuchchspersonen davon iberzeugt,

daBl sich dabei die Wahrscheinlichkeit des Musters dndern kann.

Die Ausnahme war der 17-jdhrige Robert, der alle Muster fiir gleich
wahrscheinlich hielt und deshalb hier nicht anders antworten konnte.
Die Ubrigen Versuchspersonen waren jedoch davon iiberzeugt, daB die
Wahrscheinlichkeit abnimmt, wenn die Ordnung bzw. die RegelmiBig-
keit durch die Umordnung zunimmt. Kurz: Zunahme an Ordnung vermindert
die Wahrscheinlichkeit.
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